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Resume. — A l'aide des outils de l'algebre homotopique dc Quillen, on construit 
Tinvariant additif universel', c'est-a-dire un foncteur defini sur la categorie des petites 
dg-categories et a valeurs dans une categorie additive qui rend inversibles les dg- 
foncteurs de Morita, transforme les decompositions semi-orthogonales au sens de 
Bondal-Orlov [5] en sommes directes et qui est universel pour ces proprieties. Nous 
comparons notre construction a celle de Bondal-Larsen-Lunts 



Abstract. — With the help of the tools of Quillcn's homotopical algebra, we con- 
struct 'the universal additive invariant', namely a functor from the category of small 
dg categories to an additive category, that inverts the Morita dg functors, transforms 
the semi-orthogonal decompositions in the sense of Bondal-Orlov |§] into direct sums 
and which is universal for these properties. We compare our construction with that 
of Bondal-Larsen-Lunts HI . 
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Introduction in English 

In this article, we continue the study |23| |24j of the category of small differential 
graded categories (= dg categories) from the point of view of Quillen model structures 
[19] . Concretely, we construct a cofibrantly generated Quillen model structure on the 
category of small dg categories such that the weak equivalences are the Morita dg 
functors, i.e. the dg functors F : A — > B that induce an equivalence T>(B) — > T>(A) 
between the derived categories. In the resulting homotopy category Hmo, the derived 
equivalences in the sense of |21| |2()| |15| correspond to isomorphisms and the 'derived 
Picard group' of |22| can be interpreted as a group of automorphisms. 

The category Hmo is strongly related to the category of small triangulated cat- 
egories but carries a richer structure. It gives us the right framework to formulate 
universal properties such as the dg quotient of the pre-triangulated hull of [2] or 
the orbit categories of |12| . 

Another motivation for its study comes from non commutative algebraic geometry 
in the sense of Drinfeld [2j and Kontsevich |17| (16) . i.e. the study of dg categories 
and their homological invariants. In this spirit, we construct 'the universal additive 
invariant', by which we mean a functor 

U a : dgcat — > Hmo 

to an additive category that inverts the Morita dg functors, transforms the semi- 
orthogonal decompositions into direct sums and which is universal for these prop- 
erties. For instance, if-theory and cyclic homology are additive invariants and so they 
factor through U a . We remark that in Hmoo, the functor Kq becomes corepresentable, 
which immediately yields the Chern characters. 

The category Hmoo is strongly related to the Grothendieck ring VT^ar of 
Karoubian pre-triangulated dg categories of |4j- We make this connexion more 
precise by pointing out a surjection 

VTtr - K (Hmo^) 
after having imposed suitable finiteness conditions. 



1. Introduction 

Dans cet article, nous poursuivons l'etude |23| |24| de la categorie des petites 
categories differentielles graduees (= dg-categories) du point de vue des categories de 
modeles de Quillen |19| . Plus precisement, nous munissons la categorie des petites 
dg-categories d'une structure de categorie de modeles a engendrement cofibrant dont 
les equivalences faibles sont exactement les dg-foncteurs de Morita, c'est-a-dire les 
dg-foncteurs F : A—* B qui induisent une equivalence T>(B) — ► T^{A) entre categories 
derivees. Dans la categorie homotopiquc Hmo obtenue ainsi, les equivalences derivees 
au sens de |21| |20) |15| correspondent a des isomorphismes et le 'groupe de Picard 
derive' de |22| y apparait comme un groupe d'automorphismes. 
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La categorie Hmo est fortement reliee a la categorie des petites categories trian- 
gulees mais s'en distingue par sa structure plus riche. Elle donne un cadre com- 
mode pour formuler des proprietes universelles comme celles du dg-quotient de |6], 
de l'envelope pretriangulee de [2] ou des categories d'or bites de |12) . 

Une autre motivation pour son etude provient de la geometrie algebrique non com- 
mutative au sens de Drinfeld [7] et Kontsevich |17| |1K) . c'est-a-dire l'etude des dg- 
categories et de leurs invariants homologiques. Dans cette veine, nous construisons 
Tinvariant additif universeP, c'est-a-dire un foncteur 

U a ■ dgcat — > Hmo 

a valeurs dans une categorie additive qui rend inversibles les dg-foncteurs de Morita, 
transforme les decompositions semi-orthogonales |5j en sommes directes et qui est 
universel pour ces proprietes. Par exemple, la if-theorie et l'homologie cyclique sont 
des invariants additifs et se factorisent done par U a . Nous observons que dans Hmoo, 
le foncteur Kq devient corepresentable, ce qui domic immcdiatcmcnt les caractcrcs de 
Chern. 

La categorie Hmoo est etroitement reliee au anneau de Grothendieck VTkar des 
dg-categories pretriangulees Karobiennes de [4j- Nous precisons ce lien en exhibant 
une surjection 

VTtr - K (Hmo^) 
apres avoir impose des conditions de finitude convenables. 

2. Conventions 

Dans toute la suite, k designe un anneau commutatif avec 1. Le produit tensoriel 
® designe toujours le produit tensoriel sur k. Par une dg-categorie, nous entendons 
une fc-categorie differentielle graduee, voir |15) 0. Soit dgcat la categorie des petites 
dg-categories. Pour la construction du foncteur pre-tr, voir Pour une dg-categorie 
A, on note ? : A — > Mod A le dg-foncteur de Yoneda et T>(A) la categorie derivee, 
voir I15j [5]. Pour les categories de modeles de Quillen, nous renvoyons a |1U| |19| . 

3. dg-foncteurs quasi-equiconiques 

Un dg-foncteur F de C vers T> est quasi- equiconique si: 

- pour tous objets c\ et C2 dans C, le morphisme de complexes de Homc(ci,C2) 
vers Homjj(i ;l (ci), F(c2)) est un quasi-isomorphisme et 

- le foncteur H° (pre-tr (F)) de H°(pre-tr(C)) vers H°(pre-tr(2?)) est essentiellement 
surjectif. 

On introduira une structure de categorie de modeles de Quillen a engendrement cofi- 
brant dans dgcat dont les equivalences faibles sont les dg-foncteurs quasi-equiconiques. 
Pour cela, on se servira du theoreme 2.1.19 de |10| . Nous defmissons IC(n), n E Z, 
comme la dg-categorie avec deux objets 1, 2 et dont les morphismes sont engendres 
par / € Hom^ (n) (l, 2), g e Hom K ^ ) (2, 1), n S Hom-J n) (l, 1), r 2 e Hom-[ n) (2, 2) et 
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r%2 € Hom^^(l, 2) soumis aux relations df = dg = 0, dri = gf — li, dr2 = fg — li 
et dr 12 = fn-r 2 f. 

r 

On pose /C = JC(0). Soit .4 la dg-categorie avec un seul object 3 et telle que 
Hom^(3,3) = k. Soit F(n), n e Z, le dg-foncteur de A vers /C(n) qui envoie 3 
sur 1. Pour un entier n > et des entiers fco, . . . , soit M n (ko, . . . , fc„) la dg- 
categorie avec n + 1 objets 0, . . . , n et dont les morphismes sont engendres par des 
morphismes qij definis pour < j < i < n, de source j et de but i, de degre ki — kj + 1 
et soumis aux relations 

d{Q) + Q 2 = 0, 

oil Q est la matrice strictement triangulaire inferieure de coefficients qij pour < 
j < i < n. 

Soit cone n (fc , . . . , fc„) la sous-dg-categorie pleine de la dg-categorie des dg-modules 
(a droite) sur A4 n (ko, . . . , k n ) dont les objets sont les I, < I < n, et le cone itere 
X n , qui a le meme module gradue sous-jacent que le dg- module 



1=0 



et dont la differentielle est dx + Q- 

Soit L : A — * cone„(/coj ■ ■ ■ , le dg foncteur qui envoie 3 sur X n . On considere 
la somme amalgamee 

A — >■ cone„(fc , . . . , k n ) 



K. >■ cone„(fc , . . . , fc„) YLa 1C 

et on definit coneh„(fco, ...,&„) comme la sous-dg-categorie pleine de la somme amal- 
gamee dont les objets sont les images des objets I, < I < n, de cone„(fc , . . . , k n ) 
et l'image Xh n de l'object 2 de K.. On note I n (ko, . ■ . , k n ) le dg foncteur fidele, mais 
non plein, de M n (ko, . . . , k n ) dans coneh„(fco, . . . , k n ). 

Theoreme 3.1. — Si on considere pour categorie C la categoric dgcat ; pour classe 
W la sous- categorie de dgcat des dg-foncteurs quasi- equiconiques, pour classe J les 
dg-foncteurs F et R(n), n 6 7L, (voir 23 ), F(n), n 6 Z, et I n (ko, . . . ,k n ) et pour 
classe I les dg-foncteurs Q et S(n), neZ, (voir 23 ) alors les conditions du theoreme 
2.1.19] sont satisfaites. 

Remarque 3.1. — On peut montrer aisement que pour la structure obtenue, les 
objets fibrants sont les dg-categories A, telles que l'image essentielle du plongemcnt 
H°(^4) ^> 13(A) est stable par suspension et cones. Cela est equivalent a ce que le 
dg-foncteur A ► pre-tr(„4), voir [3], soit une quasi-equivalence. 
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On observe facilement que les conditions (i), (ii) et (Hi) du theoreme 2.1.19 de |10) 
sont verifiees. 

Demontrons maintenant que J — injnVF = I — inj. Pour cela, on considere la classe 
Surj formee des foncteurs G : H — > X dans dgcat qui verifient : 

- G induit une surjection de 1'ensemble des objets de Ti sur l'ensemble des objets 
de I et 

- G induit des quasi-isomorphismes surjectifs dans les complexes de morphismes. 
Lemme 3.1. — On a Surj = I — inj (voir |23] ). 

Lemme 3.2. — On a Surj D J — injtl W. 

Demonstration. — Soit L un dg-foncteur de T> vers S qui appartient a J — inj D W. 
La classe R(n) — drt est formee des dg-foncteurs surjectifs au niveau des complexes 
de morphismes. Comme L € W , il suffit de montrer que L est surjectif au niveau des 
objets. Soit E € S un object quelconque. Comme L € W, il existe C £ pre-tr(2?) 
et un morphisme ferme q de pre-tr(5) qui fournit un isomorphisme entre l'image par 
pre-tr(L) de C et E dans H°(pre-tr(<S)). On identifie les dg-categories T> et %T> avec 
leurs images dans pre-tr(I?). II existe alors trois possibilites : 

1. l'objet C appartient a la dg-categorie T>. Alors on est dans les conditions de 
23, 

2. l'objet C appartient a la dg-categorie ZD. Alors C est de la forme C = (C,n), 
ou C € T> et n E Z. On a la situation suivante 

C=((C),n) 

Z(i) 

Z(L)(C) = (L(C),n)^+{E,0). 

Ainsi, q est l'image de / par un dg-foncteur de JC(—n) vers S. Comme on a 
L G J — inj, on peut relever le morphisme q et par consequence l'objet E. 

3. l'objet C appartient a la dg-categorie pre-tr(D) mais non pas a la dg-categorie 
ZD. On sait d'apres pj] que, dans pre-tr(D), l'objet C s'ecrit d'une fagon 
canonique comme un cone itere sur des morphismes de T>. Comme le dg-foncteur 
pre-tr(L) preserve les cones, l'object pre-tr(L)(C) s'identifie au cone itere sur 
leurs images par L. On peut done construire le carre commutatif suivant 

M n (k ,...,k n ) 

r v 

can g 

\ \ 

cone n (fc , ...,k n ) pre-tr(5) . 

Ainsi, q est l'image de / par un dg-foncteur de K, vers pre-tr(5) qui envoie 
l'object 1 sur H(X n ) et l'object 2 sur l'object E. Le dg-foncteur H s'etend done 
en un dg-foncteur H de cone„(fco, . . . , k n ) II _4 K, vers pre-tr(<S). On observe que 



6 



GONCALO TABUADA 



la restriction de H, qu'on note H, a la dg-categorie pleine coneh„(fc , ■ ■ ■ ,k n ), 
a son image dans la dg-categorie S. Cela permet de construire le diagramme 
commutatif suivant 




JC — *■ cone n II_4 IC 



pre-tr(<S) . 



Comme L apparticnt a J — inj, l'objet E est bien l'imagc d'un objet de V. 



V 



Soit B une dg-categorie et C un dg-foncteur de A4 n (ko, . ■ . , k n ) vers B. 

Remarque 3.2. — Le dg-foncteur C se prolonge en un dg-foncteur 

C* : ModM n (ko, ...,k n )^> ModB 

adjoint a gauche de la restriction le long de C. Le dg-foncteur C admet un cone Y 
dans B si C*(X n ) est representable par un objet Y de B. C'est le cas ssi le foncteur 
C se prolonge en un dg-foncteur 

C : cone„(fc , . . . ,k n ) — > B. 

Si G : B — > B' est un dg-foncteur et C admet le cone Y dans B, alors G o C admet le 
cone G(Y) dans B'. Si C se factorise par la sous-dg-categorie pleine B\{Y} et admet 
le cone Y dans B, alors le carre 

M n (k ,...,k n ) B\{Y} 



cone„(fc , . . . , kn) >- B 



est cocartesien. 

Ces remarques impliquent le lemme suivant. 
Lemme 3.3. — Le carre commutatif 

M n (k a , . . . , k n ) 7 " (fc °''"' fcr ' ) > coneh„(fc , . . . ,k n 



cone„(fco, ...,kn) 



cone„(fco, ...,kn) 11^ K. 



est cocartesien. 

Lemme 3-4- — On a Surj C J — inj(~) W . 
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Demonstration. — Soit H un dg-foncteur de J\f vers £ dans la classe Surj. Comme H 
est surjectif au niveau des objets et un quasi-isomorphisme au niveau des complexes de 
morphismes, on a H £ W. La classe R(n) — drt est formee des dg-foncteurs surjectifs 
au niveau des complexes de morphismes. II suffit de montrer que H a la propriete de 
relevement a droite par rapport a F, F(n), n £ Z, et I n (ko, ■ ■ ■ , k n ). On considere ces 
trois cas : 

1. on sait par |23| que H £ F — drt; 

2. en effet, on a H £ F(n) — drt, n £ Z, par un argument completement analogue 
au cas precedent; 

3. on considere le diagramme suivant : 

M n (k , . . .,k n ) ^J\f 



J n (fc ,...,fc„) 



H 



coneh„(/c , . . . , k n ) — — >- £ 



Le lemme \A.'A\ permet d'etendre le dg-foncteur L en un dg-foncteur L de 
cone n (A;o, . . . , k n ) 11a & vers pre-tr(f). 



A 



K 



cone. 




IIa/C 



pre-tr(£) 



Puisque le dg-foncteur H appartient a la classe Surj, on peut relever le dg- 
foncteur L vers pre-tr(A/"). On remarque que la restriction de ce relevement 
a la sous-dg-categorie pleine coneh„(fco, • ■ ■ ,k n ) fournit un relevement du dg- 
foncteur L vers la dg-categorie N. 

V 

Lemme 3.5. — On a J — cell C W. 



Demonstration. — On sait deja par .23] que les classes F — cell et R(n) — cell sont 
formees des quasi-equivalences et done contenues dans la classe W. Soit n £ Z et 
T : A — > J un dg-foncteur quelconque. On considere la somme amalgamee suivante 



A- 



J 



F{n) 



JC(n) 



■u 



dans dgcat. II s'agit de verifier que inc £ W . II faut verifier deux conditions: 
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1. L'inclusion Homj(Y, Y) — > Homy (inc(X),inc(Y)) est un quasi-isomorphismc 
pour tous X,Y £ J . Pour cela, on raisonne comme dans le cas ou on a le 
dg-foncteur F au lieu de F(n). Voir |23| . 

2. Le foncteur H°(Z(mc)) : H°(ZJ) B°(ZU) est essentiellement surjectif. En 
efFet, la dg-categorie W s'obtient a partir de J en rajoutant un nouvel objet 
S liomotopiquement equivalent a un decale de l'objet T(3). Plus precisement, 
l'object (S, 0) devient isomorphe a (T(3),— n) dans H°(ZU). 

Soit maintenant T : .M rl (fco, ■ ■ ■ , fc n ) — * i7 un dg-foncteur quelconque. On considere 
la somme amalgamee suivante 



M n (ko,...,k n ) *~J 

J„(fco,...,fc„) J 
coneh„(fc , . . . , k n ) - 



-U 



dans dgcat. II s'agit de verifier que inc € W. II faut verifier deux conditions: 

1. L'inclusion H.omj(X,Y) — > Homi/(mc(X), inc(Y")) est un quasi-isomorphismc 
pour tous 1,7 e J. Dans le diagramme commutatif suivant, la dg-categorie 
N est la somme amalgamee de J et cone n , et £ est la somme amalgamee de N 
et K. 



2. 



Mr 



J 



A- 



I 

coneh r 



•TV" 



H 



u 



K cone„ II .4 IC ■ 



Notons que le dg-foncteur inc s'identifie a la composition de L et H suivie d'une 
restriction. On peut identifier la dg-categorie N a la sous-dg-categorie pleine des 
dg-modules (a droite) sur J dont les objets sont les dg-modules representees et 
le n-ieme cone itere sur l'image de la famille T(qij) par le foncteur de Yoneda. 
Le dg-foncteur L s'identifie alors au plongement de Yoneda et il est done pleine- 
ment fidele. Le dg-foncteur H s'identifie au dg-foncteur de M vers la somme 
amalgamee avec JC. On sait d'apres |23| que H est done un quasi-isomorphismc. 
Cela implique que inc satisfait la condition. 

Le foncteur H°(pre-tr(mc)) : H°(prc-tr(J r )) — * H°(pre-tr(£/)) est essentielle- 
ment surjectif. En effet, la dg-categorie U possede un object de plus que la 
dg-categorie J, a savoir l'image de Xh n . Soit T(X n ), dans pre-tr(J'), le n- 
ieme cone itere associe au dg-foncteur T. Alors le lemme EOl nous montre que 
l'image de T(X n ) par le dg-foncteur pre-tr(mc) et Xh n sont homotopiquement 
equivalents dans pre-tr(W). 

V 
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Nous avons verifie que J— cell C W ( lemme et que I— inj est egal a J — injnVF 
f lemmes 13. II 13.21 et 15. 1(1 . Ces conditions impliquent celles du theoreme de Hovey |10l 
2.1.19]. 

On note Qeq la classe des quasi-equivalences, voir |23| . et Qec la classe plus large 
des dg-foncteurs quasi-equiconiques. On note Heq et Hec les categories homotopiques 
de dgcat par rapport a ces classes. Soient A et B des dg-categories et cani : Heq — ► Hec 
le foncteur canonique. 

Corollaire 3.1. — On a une adjonction 

Rom Hec (cani(A),B) Rom Heq (A,Bf ib ) , 

ou Bf ib est un remplacement fibrant de la dg-categorie B par rapport a la structure de 
categoric de modeles de Quillen quasi- equiconique decrite dans theoreme \'S.l\ 

Demonstration. — En effet les structures de categorie de modeles de Quillen dans 
dgcat de |23) et du theoreme 13 . II ont les memes cofibrations et les memes fibrations 
acycliques. Cela implique que les objets cofibrants et les objets cylindres sont les 
memes et par consequent la relation d'homotopie est la meme dans les deux situations. 
On a done des bijections 

Hom He c(cani(yl),S) Hom dgcat (yl co/ , B/ if) )/htp ^- Hom Heq (^, B fib ) . 

V 

Lemme 3.6. — Les dg-categories Bfib et pre-tr{B) sont isomorphes dans Heq. 
Demonstration. — On considere le carre commutatif 



B pre-tr(B) 

pre-tr(F) 

Bfib c >■ pre-tr(B/ ib ) . 



Le dg-foncteur F appartient a la classe Qec et done par definition pre-tr(i 7 ') appartient 
a la classe Qeq. Puisque la dg-categorie Bfib est fibrante, la remaraue 13. II impliaue 
que le dg-foncteur Bfib pre-tr(B/ih) appartient a la classe Qeq. Cela implique le 
lemme. y/ 

On note Heq e:E la sous-categorie pleine de Heq dont les objets sont les dg-categories 
exactes, voir |13l 2]. On note inc : Heq e2 . c — ► Heq l'inclusion. Le corollaire 13.11 et le 
lemme 13.61 impliquent 



Corollaire 3.2. — On a une adjonction 

HomHeq(-4, inc(B)) Homy] eq (pre-tr(A) , B) . 
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On remarque que les corollaires 13.11 et 13.21 nous fournissent une equivalence de 
categories entre Hec et Heq e2 .. On a done le diagramme suivant 




On note rep ec (A, B) la sous-categorie pleine de la categorie derivee V{A op <£> L B), voir 
|15| |6], dont les objets sont les dg .4-S-bimodules X tels que X(?,A) est isomor- 
phe dans V(B) a un objet de l'image du dg-foncteur canonique pre-tr(B) — > ModB, 
pour tout A £ A. On note [X] la classe d'isomorphisme de X dans rep ec (A,B). 
Pour une categorie essentiellement petite C, on note Iso(C) l'ensemble de ses classes 
d 'isomorphismc . 

Corollaire 3.3. — On a une bijection 

Hom He c(A B) Iso(re Pec (A B)) . 

Demonstration. — D'apres le corollaire l3.1l et le lemme l5~Bl HoniHec(-^! B) s'identifie a 
HomHeq(^4, pre-tr(B)). Par |24| on sait que cet ensemble s'identifie a Iso(rep(_4, pre-tr(B)). 
On remarque que rep(^4, pre-tr(S)) s'identifie a rep ec (A,B), d'ou le resultat. -J 

Remarque 3.3. — On sait que les structures de categorie de modeles de Quillen 
dans dgcat de |23| et du theoreme l3.1l ont les memes cofibrations et les memes fibra- 
tions acycliques. Cela a pour consequence que 

- Le foncteur de remplacement cofibrant simplicial T*, voir |10| . dans dgcat est le 
meme dans les deux situations. Cela implique que les corollaires 13. II l3~^l ct 13.31 
sont encore vrais si on remplacc Horn par l'espace de morphismes, Map, voir 
|10| . et Iso(rep ec (^4, Bj), dans le corollaire 13.31 par le nerf de la sous-categorie 
de Mod(„4 op ® L B) dont les objets sont les memes que ceux de rep ec (A,B) et 
dont les morphismes sont les quasi-isomorphismes. 

- Le produit tensoriel <g> L de Heq descend a la localisee Hec. La categorie 
monoi'dale symetrique (Hec, — <g> L — ) est fermee, voir |1U| . et l'espace de mor- 
phismes interne de Hec, R Hom Hcc (A B) s'identifie a MHom Heq (^4, pre-tr(S)), 
voir EH. 



4. Additivisation 

Soient A, B et C des dg-categories. La composition dans Hec est induite par le 
bifoncteur 



- : rep ec (A,B) x rep ec {B,C) ^ rep ec (A,C) 

(X, Y) I ^ X cof ® B Y , 
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ou X co f est un remplacement cofibrant de X dans la categorie Mod(^4 op <g) L B), par 
rapport a sa structure de categorie de modeles de Quillen, voir |24| . 

Remarque 4-1- — Le bifoncteur — <g) L — est bi-triangule, puisqu'il est induit par le 
dg-bifoncteur produit tensoriel de bimodules. 

Soit Heco la categorie qui a pour objets les petites dg-categories et telle que 
HoniHeco (-4) B) est le groupe de Grothendieck de la categorie triangulee rep ec {A,B). 
L'operation de composition est induite par le bifoncteur — <g) L — d'apres la remar- 
aue l4.ll On dispose d'un foncteur canonique addi : Hec — > Heco. 

Lemme 4-1- — La categorie Heco est additive et le foncteur canonique Hec — * Heco 
transforme les produits finis et les coproduits finis en sommes directes. 

Demonstration. — Par construction, les ensembles de morphismes de Heco sont des 
groupes abeliens et la composition est Z-bilineaire. II reste a verifier que Heco possede 
des sommes directes. En effet, montrons que la somme directe et le produit direct 
dans Heco sont les memes que dans dgcat. Puisque Ton a 

rep ec (AUB,C) ~ rep ec (A,C) x rep ec (B,C) 

et que le groupe de Grothendieck preserve les produits, on a 

Hom H ec (^US,C) i2 Hom H ec Q (-4,C) © Uomn eco (B,C) . 

Un argument analogue montre aussi que A x B est bien le produit dans Heco. \J 

Lemme 4-2. — Le produit tensoriel — (g> L — de Hec, voir remaraue \3.,'ft induit une 
structure monoi'dale symetrique sur Heco. 

Demonstration. — Soient A, B, C et D des dg-categories. Comme dans la remar- 
aue l4.ll le bifoncteur 

- ®\ - : rep ec (A, B) x re Pec (C, V) rep ec (A ® C, B ® V) 

(X,Y) i ^X cof ® k Y, 

ou X co f est un remplacement cofibrant de X dans la categorie Mod(^4 op £g> L B), par 
rapport a sa structure de categorie de modeles de Quillen, est bi-triangule puisqu'il 
provient aussi d'un dg-bifoncteur. «J 

Remarque 4-2. — Soit Heq ea , la sous-categorie pleine de Heco dont les objets sont 
les dg-categories exactes. Inequivalence entre Hec et Heq ea . permet d'etablir une 
equivalence entre Heco et Heq e2 , o . 

Soit X la dg-categorie avec objets 1, 2 et dont les morphismes sont engendres par 
m\2 € Homj(l,2) soumis a la relation dmyi = 0. Pour une dg-categorie A, on note 

T(A) la dg-categorie I ® A. On dispose de deux inclusions canoniques A ^ T(A) et 

A T(A) et d'une projection canonique T(A) — > A. 
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Remarque 4-3. — La donnee d'un .A-S-bimodule X est equivalente a la donnee d'un 
dg-foncteur X : A — > Mod-£>. Puisque la categorie mono'idale symetrique (dgcat, C§>) 
est fermee, un ,4-T(£>)-biniodule X s'identifie a la donnee d'un morphisme de A-B- 
bimodules. 

On note egalement i\ et i 2 les morphismes de Hec associes respectivement aux 
inclusions i\ et i 2 . Soit F : Hec — > C un foncteur a valeurs dans une categorie 
additive C. 

Theoreme 4-1- — Les conditions suivantes sont equivalentes : 

1) Le foncteur F est compose d'un foncteur additif Heco — ► C et du foncteur canon- 
ique Hec — > Heco. 

2) Pour toutes dg-categories A, B, I'identite F([X]) + F([Z]) = F([Y]), est verifiee 
dans Rom c {F(A),F(B)) pour tout triangle X -> Y -> Z -> X [1] de rep ec (A,B). 

3) Pour toute dg-categorie A, le morphisme 

F(A)®F(A) W>™\ F(T(A)) 

est un isomorphisme dans C. 

4) Pout toute dg-categorie pretriangulee A munie de sous- dg-categories pleines 
pretriangulees B et C qui donnent lieu a une decomposition semi-orthogonale 
B°{A) = (H°(2?),H°(C)) ; voir 0, le morphisme 

F(B) © F(C) -> F(A) 

induit par les inclusions est un isomorphisme dans C. 

Demonstration. — Les conditions 1) et 2) sont equivalentes par construction du 
groupe de Grothendieck d'une categorie triangulee. Clairement la condition 4) im- 
plique la condition 3). Montrons maintenant que la condition 3) entraine la condition 
2). Pour une dg-categorie £, notons Mod c /£ la sous-categorie des objets cofibrants 
de Mod£. Dans la suite, nous supposons que B est cofibrant en tant que dg-categorie. 
La categorie Mod T(B) s'identifie a la categorie des morphismes (fermes de degre 0) 

M 2 ^ Mi 

de Mod B. Les objets cofibrants correspondent aux monomorphismes entre objets 
cofibrants de ModB. Pour un objet cofibrant M, on dispose d'une suite exacte 

-> M 2 ^ Mi Cok/ 

de ModK fonctorielle en M. Notons 

-> P 2 -> Pi -> P1/P2 -> 

la suite de dg-foncteurs de Mod c /T(S) dans Mod c f B obtenue ainsi. Clairement, les 
foncteurs P 2 , P%, P1/P2 envoient les dg-modules representables sur des dg- modules 
representables et donnent done lieu a des objets dans rep(T(S),B). Soit 

X -> Y -> Z -> X [1] 
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un triangle de rep ec (A, B). II est isomorphe dans V{A op C$> L B) au triangle associe a 
une suite exacte courte 

o-t^'-^y'-tz'-to 

de bimodules cofibrants. Nous pouvons considerer le morphisme M = (X' A Y') 
comme un dg-foncteur de Mod c /(^4) dans Mod c / T(Z?). Clairement, il donnc lieu a 
un objet de rep(A,T(B)). Nous avons 

P 2 (M)=X', P 1 (M)=Y', {P 1 /P 2 ){M)=Z I 

dans Hec. Pour montrer que Ton a F(X') + F(Z') = F(Y'), il suffit done de verifier 
que 

F(P 2 )+F(P 1 /P 2 )=F(P 1 ). 

Notons 

h : L I (0 -» L) 

h ■ L I ^ ( L i» L) 

les dg-foncteurs de Mod c /„4 dans Mod c / T(A) induits par i\ et i 2 . Clairement, nous 
avons 

{Pi /Pi) o h = 1, (Pi/P 2 )o/ 2 =0, P 2 o/ 1= 0, P 2 oI 2 = \ 
dans Hec. II s'ensuit que dans la categorie additive C, nous avons 



F{Pi/P*) 
F(P2) 



o[F(h) F(I 2 )] = 



1 
1 



et done 

(F(Pi/P 2 ) + F{P 2 )) o [F(h) F{I 2 )] = [l 1] . 
De l'autre cote, nous avons 

P 1 oI 1 =l, P 1 oI 2 = l 

dans Hec et done 

F(P0 o [Ffr) F(I 2 )] = [1 1] 

dans C. Comme [F(I±) F(I 2 )] est inversible, il s'ensuit que Ton a bien 

F(P 1 /P 2 ) + F(P 2 ) = F(P 1 ). 

Montrons maintenant que la condition 1) impliquc la condition 3). Ecrivons F 
comme compose d'un foncteur additif F : Hec — > C et du foncteur canonique Hec — > 
Hec . Nous avons 

FA® FA~ F(A(S)A). 
II suffit done de montrer que dans Heco, le morphisme canonique 

A © A — ► T(A) 

devient inversible. Par le lemme de Yoneda, il suffit de montrer que pour toute dg- 
categorie U, l'application 

K (rep ec (W,^))®K (rep ec (W,yl))^Ko(rep ec (W,T(yl))) 
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est bijective. Ceci resulte du fait que la categorie triangulee rep ec (U, T(A)) admet une 
decomposition semi-orthogonale en deux sous-categories equivalentes a rep ec (U,A). 
En effet, si X est un objet de rep ec (U,T(A)) qui est cofibrant dans 

Mod(U op <gs T(A)) Mod(T(W op ® A)) , 

nous pouvons l'identifier avec un monomorphisme X2 — * Xi entre objets cofibrants 
appartenant a rep ec (W, „4). Alors le triangle associe a X par la decomposition semi- 
orthogonale est induit par la suite exacte de morphismcs 




Un argument analogue au precedent montre que la condition 1) implique la condition 
4). V 



5. dg-foncteurs de Morita 

Soit T une categorie triangulee. On note T B sa completion idempotente, voir [2]. 
Ici, l'exposant represente la moitie du symbole ©. Un dg-foncteur F de C vers £ est 
de Morita si: 

- pour tous objets c\ et C2 dans C, le morphisme de complexes de Homc(ci,£^) 
vers Honi£ (F (ci) , F (02)) est un quasi-isomorphisme et 

- le foncteur H°(pre-tr(F)) B de H°(pre-tr(C)) B vers H°(pre-tr(£)) B est essentielle- 
ment surjectif. 

Remarque 5.1. — Cette notion est importante car un dg-foncteur F : C — > £ est 
de Morita si et seulement s'il induit une equivalence 

F, : V{£) ^ V{C) 

dans les categories derivees, voir |15| . 

On introduira une structure de categorie de modeles de Quillen a engendremcnt 
cofibrant dans dgcat dont les equivalences faibles sont les dg-foncteurs de Morita. 
Pour cela, on se servira du theoreme 2.1.19 de |10| . Soit idemh la dg-categorie avec 
un seul object et dont les morphismes sont engendres par des endomorphismes e 
de degre et h de degre —1 soumis aux relations de = et dh = e 2 — e. Pour un 
entier n > et des entiers fco, ■ ■ ■ , k n , soit idemh„(fco, . . . , k n ) la dg-categorie obtenue 
a partir de la dg-categorie Ai n {ko, . . . , k n ) en rajoutant de nouveaux generateurs et 
relations : on rajoute, pour tous < i, j < n, des morphismes e^j de source j et de 
but i de degre fej — kj soumis aux relations 



d(E) = 
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oil E est la matrice de coefficients e{j. On rajoute aussi, pour tous < i,j < n, des 
morphismes hij de source j et de but i de degre ki — kj — 1 soumis aux relations 

d(H) = E 2 - E 

oil H est la matrice de coefficients hij. Pour n > 0, soit Facth„(fco, • ■ • , k n ) la sous-dg- 
categorie pleine de la dg-categorie des dg- modules (a droite) sur idemh„(/co, ■ ■ ■ , k n ) 
dont les objets sont les I, < I < n, le cone itere X n , qui a le meme module gradue 
sous-jacent que le dg-module 

n 

i=o 

et dont la differentielle est dx + Q, le dg-module (J) igN !i, ou Yi — X n pour tout 
i G N, et le cone C n sur le morphisme 

dont les composantes sont toutes de la forme 

Yj [It-EE? : ^ e ^ n ^ 

Remarque 5.2. — La classe [$] du morphisme $ dans H°(Facth. n (A;o, • ■ ■ , k n )) ad- 
met une retraction [iff] , ou la premiere composante de * est Id — E et les suivantes 
sont toutes de la forme 

Cela implique que dans la categorie homotopique des dg-modules (a droite) sur 
idemh„(fco, . . . , fc„), le morphisme [E] admet une image et cette image est isomor- 
phe a C n - 

Soit L : A — * Facth„(fco, ■ ■ ■ , k n ) le dg foncteur qui envoie 3 sur C n . On considere 
la somme amalgamee 

A — »- Facth„(fc , ...,kn) 

F J 

K Facth„(fc , . . . , kn) U A K 

et on definit facth„(/co, . • • , k n ) comme la sous-dg-categorie pleine de la somme amal- 
gamee dont les objets sont les images des objets I, < I < n, de Facth„(/co, ■ • ■ , k n ) 
et l'image Ch n de l'object 2 de K. On note L n (ko, . . ■ , k n ) le dg foncteur fidele, mais 
non plein, de idemh„(fco, ■ ■ • , k n ) dans facth„(fco, ■ ■ • , k n ). 

The.ore.me 5.1. — Si on considere pour categorie C la categorie dgcat, pour 
classe W la sous- categorie de dgcat des dg-foncteurs de Morita, pour classe J les dg- 
foncteurs F et R(n), neZ, (voir |23j ). F(n), n£Z, I n {ko, ■ ■ ■ , k„) et L n (ko, . . . , k n ) 
et pour classe I les dg-foncteurs Q et S(n), n G Z, (voir |23j ). alors les conditions 
du theoreme |10l 2.1.19] sont satisfaites. 
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Remarque 5.3. — On peut montrer aisement que pour la structure obtenue les 
objets fibrants sont les dg-categories A telles que l'image essentielle du plongement 
H°(.A) <^-> T>(A) est stable par suspension, cones et facteurs directs. 

On observe facilement que les conditions (i), (ii) et (Hi) du theoreme 2.1.19 de |1U) 
sont verifiees. 

Lemme 5.1. — Surj = J — injDW . 

Demonstration. — Montrons l'inclusion D. Soit H un dg-foncteur de T> vers S qui 
appartient a J — inj n W. La classe R(n) — drt est formee des dg-foncteurs surjectifs 
au niveau des complexes de morphismes. Comme H £ W, il suffit de montrer que H 
est surjectif au niveau des objets. Soit A £ S un object quelconque. Commc H £ W, 
il existe C £ H°(pre-tr(Z>)) B et un isomorphismc q de H°(pre-tr(6>)) B entre l'image 
par H°(pre-tr(H)) B de C et A. On identifie la dg-categorie H°(pre-tr(X>)) avec son 
image dans H°(pre-tr(2?)) B . II existe alors deux possibilites : 



1. 



l'object C appartient a la dg-categorie H°(pre-tr(I?)). Alors on est dans les 
conditions du theoreme precedent. 

L'object C appartient a la dg-categorie H (pre-tr(2?)) B mais non pas a la 
categorie H°(pre-tr(2?)). Alors C est de la forme C = (C, [tp]), ou C £ pre-tr(X>) 
et V est un endomorphisme forme de C dans pre-tr(2?) tel que Up 2 ] = [ip]. 
Cette information permet de construire le diagramme commutatif suivant 



idemh„(fco, 



Facth n (fc , ■■.,k n ) 



V 

I" 

S 
\ 



Mod5. 



Grace a la remaraue l5.2l l'isomorphisme q dans H°(pre-tr(2?)) B permet de con- 
struire un dg-foncteur de K, vers Mod S qui envoie 1 sur T(Ch n ) et 2 sur A. On 
peut done etendre le dg-foncteur T a un dg-foncteur T de Facth„(/co, ■ ■ ■ , k n )U^ 
JC vers ModiS, tel que l'image de sa restriction a la sous-dg-categorie pleine 
facth n (/co7 ■ • ■ j k n ), qu'on note T, est dans S. On dispose done du diagramme 
commutatif suivant 



idemh 




Mod S. 



Montrons maintenant l'inclusion C. Soit H un dg-foncteur de Af vers £ dans la 
classe Surj. Comme H est surjectif au niveau des objets et un quasi-isomorphisme 
au niveau des complexes de morphismes, on a H £ W . La classe R(n) — drt est 
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formee des dg-foncteurs surjectifs au niveau des complexes de morphismes. II suffit 
de montrer que H a la propriete de relevement a droite par rapport a F, F(n), n G Z, 
I n (ko, . . . , k n ) et L n (ko, . . . , k n ). On considere ces deux cas : 

1. on sait par le theoreme precedent que H € F — drt, H 6 F(n) — drt et If € 
7„(fc , . . . ,k n ) - drt. 

2. On considere le diagramme suivant : 



idemh„(fc , . . . , k n ) *■ M 

L„(k ,...,k n ) 

facth„(fc , . . . , k n ) — £ 



H 



Le lemme 13.31 permet d'etendre le dg-foncteur T en un dg-foncteur T de 
Facth„(£;o, ■ ■ ■ , k n ) JIa vers Mod£. Puisque H appartient a la classe Surj, 
on peut relever le dg-foncteur T vers Mod Af. On remarque que la restriction 
de ce relevement a la sous-dg-categorie pleine facth„(fco, ■ ■ ■ , k n ) fournit un 
relevement du dg-foncteur T vers la dg-categorie J\f. On dispose du diagramme 
commutatif suivant 



idemh r 



A *■ Facth„ 



Mod TV 



facth„ 



H 



K Facth„ K. ■ 



Lemme 5.2. — On a J — cell C W . 



■Mod£ 



V 



Demonstration. — On sait deja par le theoreme precedent que les classes F — cell, 
R(n) — cell, F(n) — cell et I n (ko, . . . , k n ) — cell sont formees de dg-foncteurs quasi- 
equiconiques done contenues dans la classe W . 

Soit maintenant T : idemh„(fco, . . . , k n ) — *■ J un dg-foncteur quclconquc. On 
considere la somme amalgamee suivante 



idemh„(fco 

L n (k ,...,k„) 

facth„(fco, 



i kn) 



i kn) 



■J 



■u 



dans dgcat. II s'agit de verifier que inc £ W . II faut verifier deux conditions : 

1. L'inclusion Hom.j{X,Y) — > Homy (inc(X),inc(Y)) est un quasi-isomorphisme 
pour tous X, Y G J . On dispose du diagramme commutatif suivant associe a 



18 



GONgALO TABUADA 



la construction de la somme amalgamee. 

idemh„ - 

A >• Facth„ — 



■J 



. * 

facth,. 



■TV" 



K Facth„ U A JC ■ 



H 



U 



£' 



En effet, on remarque que le dg-foncteur inc s'identifie a la composition de L 
ct H suivi d'une restriction. On peut identifier la dg-categorie TV a la sous-dg- 
categorie pleine des dg-modules (a droite) sur J dont les objets sont les dg- 
modules representees, lc rt-ieme cone itere associe a l'image par le dg-foncteur 
T, la somme @ N T(X n ) et T(Ch n ). Le dg-foncteur L s'identifie done au plonge- 
ment de Yoneda et est done pleinement fidele. Le dg-foncteur H s'identifie au 
dg-foncteur de M vers la somme amalgame avec K,. On sait d'apres |23j que H 
est done un quasi-isomorphisme. Cela implique que inc satisfait la condition. 
2. LefoncteurH°(pre-tr(mc)) B : H°(pre-tr( l 7)) B -> H°(pre-tr(W))) B est essentielle- 
ment surjectif. En effet, la dg-categorie U possede un object Ch n de plus que 
la dg-categorie J. Or l'objet Ch n est isomorphe dans H°(pre-tr(W) B a l'image 
par le dg-foncteur inc de l'object T(X n ) muni de l'endomorphisme T(E). 

V 

Nous avons verifie que J— cell C W flemme l^^ ct que I— inj est egal a J — injnW 
flemmes 13.11 et I3TT|> . Ces conditions impliquent celles du theoreme de Hovey jlUI 
2.1.19]. 

On note Aior la classe des dg-foncteurs de Morita et Hmo la categorie homotopique 
de dgcat par raport a cette classe. Soient A et B des dg-categories et can2 : Heq — > 
Hmo le foncteur canonique. 



Corollaire 5.1. — On a une adjonction 

Rom Hmo (can 2 (A),B) Hom Heq (A, B fib ) , 

ou Bfib est un remplacement fibrant de la dg-categorie B par rapport a la structure de 
categorie de modeles de Quillen decrite dans le theoreme \5 . 1\ 

Demonstration. — En effet, les structures de categorie de modeles de Quillen du 
theoreme 13.11 et du theoreme 15.11 ont les memes cofibrations et les memes fibrations 
acycliques. Cela implique que les objets cofibrants et les objets cylindres sont les 
memes ct par consequent la relation d'homotopie est la meme dans les deux situations. 
On a done des bijections 

Hom Hm o(can 2 („4),2?) Hom dgcat (i co/ , B/ ft )/htp HomHeq (A, Bfib) ■ 
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Soit Heq^ i& la sous-categorie pleine de Heq formee des objets fibrants par rapport 
a la structure de categorie de modeles de Quillen decrite dans le theoreme l5.il On 
note inc : Heqy ib <^-> Heq l'inclusion evidente. Le corollaire l5.1l a comme consequence 
le 

Corollaire 5.2. — On a une adjonction 

Hom He q(A inc(B)) ^- Hom Heq/il (Af ib , B) . 

Les corollaires 15.11 et 15.21 etablissent une equivalence de categories entre Hmo et 
Heqy ib . On a done le diagramme 

inc 

Heq ~p Heq /lb 

(-)/« 

(-)/«> 
Hmo 

Soit Heq fcar la sous-categorie pleine de Heq e2 , formee des dg-categories A telles que 
l'image du plongement h : H°(_4) <—* T>{A) est stable par facteurs directs. 

Lemme 5.3. — Les categories Heq fear et Heq^ ib sont equivalentes. 

Demonstration. — C'est une consequence de la remarque 13.11 qui implique que le 
plongement de Heq ea . dans la sous-categorie pleine de Heq formee des objets fi- 
brants par rapport a la structure de categorie de modeles de Quillen decrite dans 
le theoreme l3.1l est une equivalence de categories. 

On note rep mor (A, B) la sous-categorie pleine de la categorie derive T>(A op <8 )L B), 
voir |15| dont les objets sont les dg A-B -bimodules X telles que X(7, A) est iso- 
morphe dans T>(B) a un objet de l'image du dg-foncteur canonique H°(pre-tr(S)) B — > 
H°(Modi3), pour tout A G A. 

Corollaire 5.3. — On a une bijection 

Hom H mo(A#) !so(rep mor (^l,i3)) . 

Demonstration. — D'apres le corollaire l5.ll HomH mo (-4, B) s'identific a HoniHeq(^4, Bfib)- 
Par |24| on sait que ce dernier ensemble s'identifie a Iso(rep(A, Bfib)). On sait par 
le lemme 15*31 que Bfib est isomorphe dans Heq a une dg-categorie qui appartient a 
Heq fcar . Ccla implique que rep(A, Bfib) s'identifie a rep TOor (^4, B), d'ou le resultat. *J 

Remarque 5-4- — On sait que les structures de categorie de modeles de Quillen 
dans dgcat de |23| et du theoreme l5.1l ont les memes cofibrations et les memes fibra- 
tions acycliques. Cela a pour consequence que 

- Le foncteur de remplacement cofibrant simplicial P*, voir (10) . dans dgcat est le 
mcme dans les deux situations. Cela implique que les corollaires 15. II l5~2l et 15.31 
sont encore vrais si on remplace Horn par l'espace de morphismes, Map, voir 
|10| . et Iso(rep mor (^4, B)) dans le corollaire 15.31 par le nerf de la sous-categorie 
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de Mod(„4 op ® L B) dont les objets sont les memes que ceux de rep mor („4, B) et 
dont les morphismes sont les quasi-isomorphismes. 
- La categorie monoi'dale symetrique (Hmo, — <8> L — ) est bien definie et fermee, 
voir (10) . et l'espace de morphismes interne de Hmo, E Hom Hmo (.A, B) s'identifie 
a R Hom H „ q (A.Bfih). voir [24]. 



Soient A, B et C des dg-categories. Soit Hmo la categorie qui a pour objets 
les petites dg-categories et telle que HomH moo (A B) est le groupe de Grothendieck 
de la categorie triangulee rep rnor (A,B). Un argument completement analogue a la 
remarq ue 14 . II montre que l'operation de composition dans Hmo est bien definie. On 
dispose done d'un foncteur canonique add2 : Hmo — > Hmoo. Des arguments similaires 
aux lemmes 14 . II et FOl nous permettent de montrer lc lemme suivant. 

Lemme 6.1. — La categorie Hmoo est additive et le produit tensoriel — <g> L — de 
Hmo, voir remarque \5.J\ induit une structure monoi'dale symetrique sur Hmoo. 

Soit Heq fearo la sous-categorie pleine de Hmo dont les objets sont les dg-categories 

exactes A telles que l'image du plongement ? : H°(^4) <^-> T>(A) est stable par facteurs 
directs. 

Remarque 6.1. — Inequivalence entre Hmo et Heq fcar induit une equivalence entre 
Hmo et Heq fcQI , Q . 

On a done le diagramme suivant : 



La demonstration du theoreme suivant est analogue a celle du theoreme 14.11 Soit 
F : Hmo — > C un foncteur a valeurs dans une categorie additive C. 

Theoreme 6.1. — Les conditions suivantes sont equivalentes : 

1) Le foncteur F est compose d'un foncteur additif Hmoo — > C et du foncteur 
canonique Hmo — * Hmoo. 

2) Pour toutes dg-categories A, B, I'identite F([X]) + F([Z}) = F([Y]), est 
verifiee dans Homc(F(A), F{B)) pour tout triangle X — > Y — > Z — > X [1] de 
^p mor (A,B). 

3) Pour toute dg-categorie A, le morphisme 



6. Invariants 




Heco 




C 



Hmoo . 



F{A) ® F{A) 



[F(ii),F(i2)] 



F(T(A)) 



est un isomorphisme dans C. 
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4) Pout toute dg-categorie pretriangulee A munie de sous- dg- categories pleines 
pretriangulees B et C qui donnent lieu d une decomposition semi-orthogonale 
U°{A) = (H°(B),H°(C)), voir g], le morphisme 

F(B) © F(C) -> F(A) 

induit par les inclusions est un isomorphisme dans C. 

Remarque 6.2. — Toute equivalence derivee, voir |21| . |18j . pQ, donne un isomor- 
phisme dans Hmo et done dans Hmoo. Cependant, il existe d'autres isomorphismes 
dans Hmoo : si k est un corps algebriquement clos et A un fc-algebre (ordinaire) de 
dimension finie sur k et de dimension globale finie, alors A est isomorphe a son plus 
grand quotient semisimple A/ia,d(A) dans Hmoo (voir |14l 2.5]), mais dans Hmo, A 
est isomorphe a A/ia,d(A) seulement si A est semisimple. 

Homologies de Hochschild, Cyclique, Negative, . . . — On note PMix la 
categorie derivee de la categorie des complexes mixtes sur k, voir |13| . Soit 

M : dgcat — ► X>Mix 

le foncteur qui, a une petite dg-categorie C, associe son complexe mixte M(C), vu 
comme un objet dans 2?Mix, voir |13) . D'apres |XXj . l'homologie cyclique de C est 
l'homologie cyclique du complexe mixte M(C) et de meme pour les autres variantes de 
la theorie (Hochschild, periodique, negative, . . . ). Comme dans |14| . on montre que le 
foncteur M descend a un foncteur defini dans la localisee Hmo ct que celui-ci satisfait 
les conditions du theoreme l6.ll II se factorise done par le foncteur U a : dgcat — ► Hmoo 
et donne lieu a un foncteur additif 

M : Hmo -> X>Mix. 

X-theorie algebrique. — On note Ho(Spt) la categorie homotopique des spectres, 
voir 0. Soit 

K : dgcat — ► Ho(Spt) 

le foncteur qui, a une petite dg-categorie C, associe le spectre de if-theorie de Wald- 
hausen |25| associe a la categorie des dg-modules cofibrants et parfaits dont les cofi- 
brations sont les monomorphismes et les equivalences faibles les quasi-isomorphismes, 
voir |5]. Comme il a ete montre dans les resultats de 25 impliquent que le fonc- 
teur K rend inversibles les dg-foncteurs de Morita et descend done en un foncteur 
Hmo — > Ho(Spt). Le theoreme d'additivite de Waldhausen [251 1.4] montre que ce 
foncteur verifie la condition 3) du theoreme ltj.il II induit done un foncteur additif 



K : Hmo -> Ho(Spt) . 
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Vision globale. — On dispose done du diagramme suivant : 
dgcat 



cari2 




Charactere de Chern. — On note Kq(C) le groupe de Grothendieck d'une dg- 
categorie C, e'est-a-dire le groupe de Grothendieck de la categorie des objets compacts 
dans T>(C). Soit A la dg-categorie avec un seul objet 3 et telle que Hom^(3, 3) = k. 

Lemme 6.2. — On a un isomorphisme naturel de groupes abeliens 

Rom HmO0 (A,C) ^ K (C) . 

Demonstration. — En effet le groupe abelien HomH m o (A, B) est par definition egal 
a Ko(rep mor (^4,C)). On sait que la categorie rep mor (A,C) s'identifie a rep(.A, 
oil Cfib est un remplacement fibrant de la dg-categorie C par rapport a la structure 
de categorie de modeles de Quillen decrite dans le theoreme l5.ll On remarque que la 
categorie rep(A, Cfib) s'identifie a la sous-categorie pleine de T>(C) formee des objets 
compacts. y/ 

Soit F : Hmo — > ModZ un foncteur. Le lemme de Yoneda et le lemme precedent 
impliqucnt lc lemme suivant. 

Lemme 6.3. — On a un isomorphisme de groupes 

Na,t{K ,F)^F(A), 
oil Nat(ifo, F) designe le groupe abelien des transformations naturelles de Kq vers F. 

A titre d'exemple, pour n£N, soit HC„(C) le n-ieme groupe d'homologie cyclique. 
On sait deja que le foncteur 

HC„ : dgcat -> Mod Z 
se factorise par dgcat — > Hmoo. A partir de l'isomorphisme 

HC*(fc) ~k[u], \u\=2, 
le lemme nous fournit les caracteres de Chern 

chin ■ K — > HC2„ . 
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7. dg-categories compactes et lisses 

Remarque 7.1. — On observe facilement que la categorie aditive (Heco,®) possede 
des sommes infinies. Cela implique que son groupe de Grothendieck K (Heco, ©) est 
nul. 

Supposons que k est un corps. Suivant |16| . une dg-categorie A est compacte si 

— son ensemble d'objets est fini et 

— pour tous objets X et Y dans A, la dimension de H* (Homc(X, Y)) est finie; 
elle est lisse si le >4-.4-bimodule associe a l'identite de A, qu'on note ,4.4a, voir 
remaraue l4.3l est un objet compact dans T>(A op <®A). On note HeCp' la sous-categorie 
pleine de Heco dont les objets sont les dg-categories compactes et lisses. 

Lemme 7.1. — La categorie Hec^ est une sous-categorie additive monoidale de 
Hec . 

Demonstration. — Pour des dg-categories compactes et lisses A et B, on remarquc 
que 

V((A II B) op ®(AU B)) ~ V{A op <E>A)x V{A op ® B) x V{B op ® A) x V{B op ® B) . 

Puisque le bimodule aubA II Baub s'identifie a aAa x x xg 2?g, il est compact. 
Clairemcnt, A II B est encore compacte. Le fait que A® B soit lisse resulte de 
l'isomorphismc 

RHom ( A®g)°p^(A®B) (-4 ® B, ?) ~ K.Koira°p®a(A, RUom BoP ® B (B 7 ?)) . 
Par le theoreme de Kiinneth, A® B est encore compacte. *J 

On note HHo(-4) le 0-ieme groupe d'homologie de Hochschild d'une dg-categorie 
A. On dispose done d'un foncteur additif 

HH : Hec — > Modfc. 

En outre, si la dg-categorie A est compacte et lisse, alors HHo(^4) est de dimension 
finie. On dispose du diagramme : 

(Hec ,®) HH ° > Modfc 

(Heco,®) mod k , 

oil mod k designe la categorie des espaces vectoriels de dimension finie. En applicant 
le foncteur Ko on obtient 

, K (HH ) 

K (Hec^,®) -^Ko(modfc). 

En particulier, ces anneaux commutatifs, avec la structure multiplicative induite par 
le produit tensoriel, sont non nuls. 

Soit VT le groupe de Grothendieck defini dans [3J. Rappelons que les auteurs de 
|3], |3] appelent ■pretriangule.es les petites dg-categories A telles que A pre-tr(^4) est 
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une quasi-equivalence (c'est-a-dire que A est fibrante pour la structure de categorie 
de modeles de Quillen quasi-equiconique decrite dans le theoreme I3.1|l . Le groupe 
VT est par definition le groupe abelien engendre par les classes de quasi-equivalence 
[A] de petites dg-categories pretriangulees soumises aux relations qui proviennent des 
decompositions semi-orthogonales. 

L'argument de la remaraue 17.11 montre qu'en fait le groupe VT s'annule. Pour 
obtenir un groupe non nul, il convient d'imposer des conditions de finitude : soit 
VT cl le groupe abelien engendre par les classes de quasi-equivalences [A] de petites 
dg-categories A compactes, lisses et pretriangulees soumises aux relations qui provi- 
ennent des decompositions semi-orthogonales. Le produit tensoriel munit VT cl d'une 
structure d'anneau commutatif. 

Par exemple, si X est une variete projective lisse, alors la categorie derivee 
T> b (cohX) est equivalent a B°(V b (cohX),ig) pour une dg-categorie compacte, lisse, 
pretriangulee T> b (cohX)d g canoniquc a isomorphisme pres dans Hmo. Par exemple, 
pour D b (cohX)d g , on peut prendre la dg-categorie des complexes bornes a gauche de 
Ox-modules injectifs dont l'homologie est bornee et coherente. 

Proposition 7.1. — On a un morphisme surjectif d'anneaux commutatifs 

Demonstration. — On note [^4] la classe de quasi-equivalence d'une dg-categorie com- 
pacte, lisse et pretriangulee et [[^4]] la classe d'isomorphisme de A dans HecQ . On 
considere l'application qui, a [^4], associe [[^4]]. Elle est clairement bien definie. Pour 
qu'elle induise un morphisme de VT cl vers Ko(HeCg', ©), il reste a verifier l'egalite 

[[B®C]} = [[A]] , 

pour toutes dg-categories A, B et C qui satisfont les relations dans la definition de 
VT cl . On considere le diagramme 

A 



V2 n\ P , ^TI/'^ pre-tr([inc{B) inc(C)]) 

B © C = pre-tr(o JJC) >■ pre-tr(^4) . 

Le dg-foncteur inc est une quasi-equivalence et il reste a montrer que l'image du 
dg-foncteur pre-tr([mc(0) inc(C)]) dans HeCp Z est un isomorphisme. Par le lemme de 
Yoneda, il s'agit de montrer que, pour toute dg-categorie U, l'application 

K (rep ec (W,pre-tr(6nC))) — ► K (rep ec (W, pre-tr(yl))) 

est bijective. En effet, la decomposition semi-orthogonale H°(^4) = (H (B),H (C)), 
induit une decomposition semi-orthogonale 

rep ec (W,pre-tr(y4)) = (rep ec (U, pre-tr(B)), rep ec (W, pre-tr(C))) . 
La surjectivite du morphisme VT cl — > Ko(HecQ*, ©) est claire par construction. 
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Remarque 7.2. — En particulier, la proposition 17.11 montre que VT cl est non mil. 
Si on definit VTf^ de facon analogue a partir des dg-categories compactes, lisses, 
pretriangulees A telles que H°(.A) est Karoubienne, on obtient la surjection 

VTtr - Ko(Hmo^) 

mentionnee dans l'introduction. 
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